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MATHEMATICS 
UNE PROPRIETE DU CALCUL PROPOSITIONNEL 
INTUITIONNISTE 
PAR 
J. PORTE 
(Communicated by Prof. A. HEYTING at the meeting of March 29, 1958) 
I. Dans ce qui suit les definitions et notations suivantes seront 
utilisees. 
Def. 1: Le calcul propositionnel classique, 0, est le systeme PH de 
CHURCH 1956, § 26; le calc~~z propositionnel intuitionniste, I, est le systeme 
Pt de CHURCH 1956, § 26; le calcul propositionnel de JOHANSSON, J, est 
le systeme P'f: de CHURCH 1956, § 26 (ce dernier systeme est appele souvent 
,calcul minimal"). 
Def. 2: Un fragment de 0 est un systeme formel dont !'alphabet et 
les formules sont les memes que !'alphabet et les formules de 0, et dont 
les theses sont une partie des theses de 0. 
Il est clair que I et J sont des fragments de 0. 
Dans ce qui suit, quand je parlerai d'un ,calcul", il s'agira toujours 
d'un fragment de 0. 
Def. 3: Un calcul est dit regulier si !'ensemble de ses theses est 
ferme pour la regle de substitution (*101 dans CHURCH 1956, § 10) et 
pour la regle de detachement (*100 dans CHURCH 1956, § 10). 
Def. 4: Une formule y est dite deductible dans un calcul S des for-
mules x1 ... xn, ce qui s'ecrit 
Xl ••. xn Is Y 
si y peut etre derive de Xv X2 .•• X, et des theses de 8 par la seule regle 
de detachement. 
D ef. 5 : Les ecritures 
fox, 1-rx, 1-:rx, Is x 
signifient respectivement que x est une these de 0, une these de I, une 
these de J, une these de S (S etant un calcul quelconque). 
Def. 6: Un calcul est consistant s'il existe au moins une formule 
qui n'est pas une these. Un calcul S est sature si toute extension reguliere 
de S distincte de S est inconsistante. 
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2. Comme cas particulierd'un theoreme tresgeneral du a LINDENBAUM 
(voir TARSKI 1930, theoreme 56), on a: 
Th. 1 : Tout calcul consistant possede au mains une extension r~!guliere 
qui est consistante et saturee. 
Il peut arriver qu'un calcul possede plusieurs extensions consistantes 
et saturees; c'est le cas, en particulier pour J: d'une part il admet 0 
comme extension (et on sait que 0 est consistant et sature); d'autre part, 
il admet !'extension obtenue en ajoutant aux theses toutes les formules 
-.X (x etant une formule quelconque) et toutes les formules qui peuvent 
en etre deduites - on demontre facilement que cette extension est 
reguliere, consistante et saturee, et elle est evidemment differente de 0. 
TARSKI 1935 a decouvert des conditions suffisantes tres generales 
pour qu'un calcul n'ait qu'une seule extension reguliere consistante et 
saturee; il a demontre en particulier le: 
Th. 2: I n'a qu'une seule extension consistante et saturee, qui est 0. 
Le but de cette note est de demontrer une reciproque faible du Th. 2, 
a savoir: 
Th. 3: Toute extension reguliere de J qui a 0 comme unique extension 
reguliere consistante et saturee, est elle-meme une extension de I. 
En d'autre termes, si l'on admet que seules les extensions regulieres 
de J compatibles avec 0 peuvent etre appelees des ,calculs des proposi-
tions", alors le calcul intuitionniste est le plus faible des calculs des 
propositions qui n'admettent qu'une seule extension reguliere saturee et 
consistante. 
3. Nous avons successivement: 
Lemme 1: Toute extension reguliere, S, de J admet le theoreme de 
deduction: 
{ si Xv .•• xn_ 1, Xn ~ y alors Xv .•. xn_1 is xn => y 
si xis y alors ~ x.=> y 
(immediat d'apres la demonstration classique du theoreme de deduction -
voir par exemple CHURCH 1956, § 13). 
Lemme 2: Soit S une extension reguliere de J telle que 
(1) si i-cx. alors fs- 1 x => x 
alors S est une extension de I. 
En effet, nous avons, dans J 1): 
x, --, x i--;- 1 y pour toutes formules x, y; 
d'ou 
1) Voir CuRRY, 1952, ch. V. 
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puisque S est une extension de J; en particulier: 
X,-, X h--, y Si Ia y; 
d'ou 
x,-, xh-y si Ia y d'apres (1). 
Done, dans s, a partir de X et ---,X on peut deduire toutes les theses 
classiques et toutes leurs negations; done 
x,-, x ~ z pour toutes les formules x, z; 
d'ou, par le theoreme de deduction 
(2) 
Mais si on ajoute, a J, (2) et toutes les formules qui en sont deductibles 
on obtient I 1). Done S est une extension de I. 
Demonstration du Th. 3: Soit S' une extension reguliere de J 
qui n'est pas une extension de I. Alors, d'apres le Iemme 2 il existe une 
formule a telle que: 
(3) 
et 
(4) 
On a egalement 
(5) 
non fs.-, a:) a 
non fs.a 
autrement ---,a:) a serait une these de S' d'apres le Iemme l. 
Definissons S" en ajoutant aux theses de S' la formule ---, a et toutes 
celles qu'on peut en deduire. S" est une extension reguliere deS'. D'autre 
part, S" est un calcul consistant car a n'est pas une these deS"; en effet, 
si on avait fsn a, comme a n'est pas une these deS' d'apres (5), on aurait 
-, a fs.a 
d'ou, par le Iemme 1: 
fs.-, a:)a, contrairement a (3). 
Done d'apres le Th. 1 S" a au moins une extension reguliere consistante 
et saturee. Soit S'" une telle extension: C'est une extension reguliere 
consistante et saturee de S', et elle est differente de G puisque Ism ---, a 
et l0 a. 
4. Remarque. Le calcul intuitionniste est !'objet du Th. 3; mais 
il est clair que Ia demonstration du Th. 3 est elle-meme classique et non 
intuitionniste. 
1) Voir note de la page precedente. 
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